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Resumen. El siguiente trabajo muestra una propuesta para la enseñanza del cálculo 
diferencial con el uso del software GeoGebra como herramienta didáctica en el aprendizaje 
de la derivada con problemas de optimización. El artículo contiene dos actividades en las 
cuales se explotan las cualidades gráficas, numéricas y algebraicas del software para analizar 
la variación y el concepto de derivada ya que algunas investigaciones (Cuevas & Pluvinage, 
2013; Hitt, 2003; Hohenwarter, Hohenwarter, Kreis & Lavicza, 2008; Little, 2011) 
concluyen que el uso adecuado de las distintas representaciones semióticas de un concepto 
matemático ayuda a una mejor comprensión del mismo, lo cual se trabaja en esta propuesta. 





Palabras clave: Cálculo diferencial, herramienta didáctica, problemas de optimización, 
GeoGebra. 


Abstract. The present work proposes a strategy to teach differential calculus by developing 
some applications with the GeoGebra software as a didactical tool to clarify the concepts of 
variation and the derivative, as well as their relation with optimization problems. In this 
respect, we introduce two activities in which the graphical, numerical, and algebraic qualities 
of the software are exploited to analyze the aforementioned concepts. The last point endorses 
the latest research (Cuevas & Pluvinage, 2013; Hitt, 2003; Hohenwarter, Hohenwarter, Kreis 
& Lavicza, 2008; Little, 2011) on the proper use of semiotics representations of a 
mathematical concept which may help us to a better understanding of it. 
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1. Introducción 


Los conceptos del cálculo como función, límite, derivada e integral (entre otros), son por lo 
general abordados en los cursos de cálculo de manera algebraica por parte de los profesores 
y alumnos (Artigue, 1995). Es difícil explicar los conceptos antes mencionados sin que los 
alumnos desarrollen habilidades visuales ligadas a la construcción de los tópicos citados. Hitt 
(2003) comenta al respecto: 





“El problema que tienen los estudiantes y algunos profesores de enseñanza media para desarrollar 
un entendimiento profundo del concepto de función, es que generalmente, tanto los estudiantes 
como algunos profesores, se restringen a una manipulación algebraica relativa al concepto, que 
produce una limitación en su comprensión" (p. 1-2). 
Cabe mencionar que no sólo el concepto de función se aborda algebraicamente por parte de 
algunos profesores y alumnos, sino la mayoría de los conceptos del cálculo son afrontados 
por estos medios en la resolución de ejercicios. Una crítica a la forma actual de enseñanza 
del cálculo es la tendencia a sobredimensionar la algoritmización y los métodos analíticos. 
La respuesta común ante argumentos convincentes ligados a la visualización (por ende no 
usuales en la enseñanza tradicional) realizada por los alumnos es “podría comprobar el 
resultado con fórmulas”. Lo anterior muestra los prejuicios de los docentes en el uso de 
medios visuales en la fundamentación matemática, para reafirmar esta idea podemos añadir 
que no sólo en la construcción conceptual está ausente la explotación de la intuición, el uso 
de recursos tecnológicos para recursos geométricos y numéricos, sino que los maestros rara 
vez conciben respuestas gráficas o numéricas a los problemas, y tampoco proponen ejercicios 
con dicho fin. 


El concepto de derivada como razón de cambio es importante para entender muchas de las 
aplicaciones del cálculo diferencial, el cual sólo se reduce a fórmulas y técnicas de derivación 
en los cursos tradicionales. El uso del álgebra (métodos analíticos) en el manejo del concepto 
de derivada puede ser contraproducente, ya que algunos escolares carecen de las herramientas 
algebraicas para abordar problemas típicos del cálculo y además debilita la idea central de 
esta disciplina. Cabañas y Cantoral (2007) comentan al respecto: 


“El método de enseñanza tradicional, por el contrario tiende a desarrollar habilidades en los 
estudiantes para el uso de fórmulas y técnicas de integración en el cálculo de áreas, olvidando el 
papel de las actividades de la vida cotidiana” (p. 14). 


El siguiente trabajo muestra una propuesta de la enseñanza de la derivada a partir de 
problemas de optimización con el uso del software GeoGebra de una forma dinámica y que 


ayuda a comprender la variación en sus diferentes niveles cognitivos propuesta por Ávila 
(2000). 


La derivada y el uso de GeoGebra en problemas de optimizacion. 


2. Aspectos teóricos. 


En esta propuesta se pretende que los alumnos de ingeniería conozcan, apliquen y resuelvan 
problemas de optimización con el uso del software GeoGebra y logren una mejor 
comprensión del concepto en juego con las ventajas que proporciona el programa GeoGebra 
como los son la exploración de la parte numérica, geométrica y algebraica. Para simular este 
tipo de problemas se utilizarán animaciones que ilustren el fenómeno de variación con el uso 
de un software. 


Algunos objetivos matemáticos del trabajo son: 


a) Promover en los alumnos la solución de un problema de optimización en los 
distintos registros de representación matemática (registro gráfico, algebraico y 
numérico). 

b) Desarrollar habilidades visuales ligadas a la construcción de la función en juego 
en problemas de optimización. 

c) Analizar los beneficios y/o dificultades conceptuales en alumnos, al utilizar el 
programa GeoGebra e implementar situaciones didácticas en los problemas de 
optimización. 

d) Aplicar los conceptos del cálculo diferencial por medio de la propuesta 
planteada para lograr un aprendizaje significativo. 


El sustento teórico del presente proyecto se realizó utilizando la génesis instrumental. Dicha 
teoría estudia la construcción hecha por un sujeto al interactuar con un artefacto 
convirtiéndolo en un instrumento para resolver un problema (proceso de 
instrumentalizacion), para así generar o dar un nuevo significado a un concepto por medio 
de la acumulación de esquemas mentales llamado proceso de instrumentación (Guin y 
Trouche, 2002). 


La génesis instrumental es un proceso complejo que consiste en la construcción de esquemas 
en el sujeto (conocimientos previos del usuario y métodos), depende de las características del 
artefacto (sus limitaciones y potencialidades), todo ello para realizar algo (artefactos + 
esquemas). En la figura 1, se muestra lo que Trouche (2005) denomina génesis instrumental. 
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Figura 1: Génesis Instrumental 


Con respecto al uso de la computadora en la enseñanza y aprendizaje de las matemáticas, la 
derivada y su enseñanza tradicional, podemos tener un sin número de softwares que calculan 
derivadas (cosa en la que se basan los curso tradicionales del cálculo) de manera efectiva, 
rápida y además sugieren un algoritmo para resolverlas, por ejemplo, si se desea calcular 


= (xsin(x)), podemos utilizar la pagina Wolfram Alpha (http://www.wolframalpha.com), 


en donde se obtiene la siguiente respuesta (figura 2). 


a 
— (x sin(Xx)) 
ax 


d . d \, 
-— x< (sin(x))} +(— (o) sin(x) 
dx | ax 


Figura 2: Derivada resuelta y explicada en Wolfram Alpha. 
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Vemos que la página muestra una explicación del algoritmo y formula de solución de la 
derivada. Algunas interrogantes que surgen al utilizar la computadora como herramienta de 
enseñanza y aprendizaje del cálculo son las siguientes: 


e ¿Cómo debemos utilizar la computadora para que el alumno comprenda el concepto 
de derivada como razón de cambio aplicado a problemas de optimización? 

e ¿Qué software es el que ayuda a dicha comprensión de manera eficaz y coordina los 
distintos registros de representación para solucionar problemas de optimización? 


En la enseñanza y aprendizaje de las matemáticas existen softwares que trabajan el aspecto 
simbólico (algebraico) denominados CAS (Computer Algebra System) y softwares de origen 
geométrico dinámico DGS (Dynamic Geometry System). Ambas características las posee el 
software GeoGebra. Dicho programa permite trabajar en una misma ventana los aspectos 
algebraico, numérico y gráfico de un concepto matemático (Hohenwarter, Hohenwarter, 
Kreis, Lavicza, 2008), que en nuestro caso es el concepto de la derivada como razón de 
cambio en problemas de optimización (ver figura 3). Por estas razones se eligió dicho 
programa para realizar actividades de corte dinámico (variacionales) acompañadas de hojas 
de trabajo que ayuden a una comprensión del concepto de derivada como razón de cambio 
Instantánea aplicada a la optimización. La investigación realizada por Little (2011), comenta 
que el software GeoGebra es una poderosa herramienta para el estudiante en la investigación 
y reinvención de conceptos del cálculo (entre ellos la derivada) y proporciona una mejor 
comprensión de los mismos, la cual no se logra alcanzar por los métodos tradicionales de 
enseñanza del cálculo. 


3. Propuesta de enseñanza de cálculo diferencial. 


En Cuevas y Pluvinage (2013) señalan la importancia de introducir los conceptos a partir de 
problemas de interés para los estudiantes, así como también trabajar los distintos registros de 
representación semiótica (siempre y cuando el concepto lo permita), por lo cual, como 
primera propuesta se tiene el problema de optimización presentado en López, Portillo y Ávila 
(2017), donde se requiere construir un envase de cartón con la capacidad de contener un litro 
de leche, usando la menor cantidad de material. La forma del envase se muestra en la figura 
3, tomando en cuenta que la cantidad de leche en el recipiente tiene como altura a h (ver 
figura 3). 
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Figura 3: Optimización del área del material. 


El problema anterior se resuelve considerando que el volumen de un litro es equivalente a 
1000 cm? y la expresión principal a optimizar es: 


A= (4d +1)(Sd +h +24 +12) = (4d + 1)(Zd +n+12) 
Utilizando la ecuación auxiliar: 
V=dxd*h=d*h= 1000 
1000 
= Gr 
Sustituyendo la ecuación auxiliar en la principal se obtiene la función a optimizar: 
7 1000 28d* + 31d* + 6d* + 20000d + 5000 
A(d) = (4d + D (¿d+ 1 ] 22 KE 
Al representar en el registro gráfico, podemos observar que el mínimo se encuentra en un 
valor “cercano” a 7, lo anterior se puede analizar por medio de un punto (d,A(d)) que varía 


en la gráfica y la instrucción Tangente del programa. 


La derivada y el uso de GeoGebra en problemas de optimizacion. 


(7.1, 910.73) 





Figura 4:Grafica de la funcion area y la recta tangente. 


Al cambiar al registro numérico y el uso de la vista hoja de calculo se obtiene la siguiente 
tabla. De la cual se puede explorar que el mínimo valor esta entre 7<d</7.1. 


Tabla 1: Valores de la longitud d y área. 





Por último, al cambiar al registro algebraico (vista CAS), podemos encontrar el mínimo, 
cuyas instrucciones se muestran en la figura 5. 
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>» Cálculo Simbólico (CAS) x 
| f(d):=(4d+1)(7/5 d+1000/d42+6/5) 

1 

7 1000 6 
@ > — = — 
f(d) := (4441) € a+ oO + 5) 
f'(d) 
2 _ 56 d* + 31 d* — 20000 d — 10000 
548 
3 Resuelvel[f'(d)=0] 
> {d= —0.5, d = 7.08} 
4 | f"(7.08) 


= 36.13 


Figura 5. Solucion de forma algebraica en la vista CAS. 


Por lo tanto, la solución es d = 7.08cm. Cabe mencionar que el problema se torna complejo 


al querer resolverlo de manera tradicional para obtener el punto critico, ya que la derivada 
igualada a cero genera una expresión de cuarto grado. Por lo cual el papel que juega la vista 
CAS es de gran ayuda. 


La segunda propuesta (López, Portillo y Avila, 2017) se deriva del tradicional problema de 
encontrar las medidas del corte x que se debe hacer a un cuadrado de cartón de lado L en las 
esquinas para formar una caja con base cuadrada que genere el máximo volumen, a diferencia 
de éste, se requiere encontrar a partir de un polígono regular de n lados de longitud L, las 
dimensiones que proporcionen un volumen máximo de una caja con base poligonal de n 
lados. En las figuras 6 y 7 se muestran los ejemplos de 3 y 10 lados, respectivamente. 





Figura 6. Caja con base triangular. 
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Figura 7. Caja con base decagonal. 


Consideremos un polígono de lado L, para encontrar la ecuación secundaria se utiliza la 
propiedad del angulo de un poligono de lado n: 
mín — 2) 
0 = ———_ 
n 
También se utiliza la identidad trigonométrica de la tangente del triángulo mostrado en la 


figura 8, donde x es el corte que se va realizar y es perpendicular al lado del polígono L. 


Ly 


Figura 8. Relacion entre variables. 


tan ($) Se E 
a E tan (5) 
2x 


IAE 


L, es la longitud de un lado del polígono interior, la función a optimizar está dada por la 


fórmula del volumen: 
V = área polígono * x 
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Donde: 
perímetro * apotema 
2 
Perimetro=n*L, 
Se calcula el apotema con el apoyo de la figura 9: 


area poligono = 


ol D 


L 
Figura 9. Calculo del apotema. 











tan 6) ice 
Er 
L,tan (5) 


2 
Sustituyendo esta ultima identidad se tiene que: 


0 
(n * L1) taz) (2) 


ada = 


n * (L1) tan (5) 
area poligono = > A 


Por lo tanto, se tiene que: 
2 


4 tan 5 2 
Sustituyendo la fórmula del área del polígono en la fórmula del volumen y el valor de 0 
obtenemos: 


) ; n 2% O 
área poligono = —| L — can (9) tan (=) 


2 


B n r 2x m(n — 2) 
V(x) = x* 4 | L7 MOED (xe — 2) tan a 
2n 


Los cálculos del valor máximo de la función de volumen se realizan en la ventana CAS del 
GeoGebra, como se muestran en la figura 10. 
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v(x):=(n*x(L-2x/(tg( tr *(n-2)/(2n))))A2)(tg( tr *(n-2)/(2n)))/4 


2 
1 1 co n= 2 x 
069) = gmx tg (a SO) (+) 





2n / 





Resuelve[v'(x)=0] 
2 | 


-iut nr—27 -lut nr—-2r 
T2 "Bl 2n / 6 On 


Figura 10. Cálculo de los puntos críticos de la función. 





Al cambiar al registro gráfico, y utilizando la herramienta Tangente del GeoGebra para los 
valores n = 4y lado L = 12 se obtiene como mínimo x = 6 y como máximo x = 2 (ver 
figura 11). 





Figura 11. Cálculo del apotema. 


Por lo tanto, se concluye que de los dos valores críticos que se visualizan en la figura 10, el 
==> 


2n 





ro. . L 
segundo corresponde al maximo, es decir en x = ¿tan ( 


4. Conclusiones. 


Por medio del uso de softwares dinámicos se ayuda a comprender, visualizar uno o varios 
conceptos matemáticos ya que pueden ser trabajados en los distintos registros de 
representación, además que brindan una seguridad a los alumnos cuando son utilizados como 
herramienta didáctica. Por otro lado ayudan a descubrir, explorar e inventar nuevos 
problemas o rediseñar problemas con el fin de explotarlos para el aprendizaje y enseñanza 
de las matemáticas. 
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Resumen. En este trabajo se presenta una propuesta didáctica, que permita involucrar a los 
estudiantes en tareas de investigación, la cual puede implementarse en cualquier curso de ciencias 
experimentales. Se presentan resultados de un estudio exploratorio que se implementó en el curso 
de Introducción al Cálculo Diferencial e Integral de la carrera de Biología, el cual se imparte en el 
primer semestre de esta licenciatura. 





Palabras claves: Investigación, Cálculo, Biólogo. 


Abstract. In this work, we present a didactic proposal, which allows involving the students in 
research tasks, which can be implemented in any course of experimental sciences. Results of an 
exploratory study implemented in the course of Introduction to Differential and Integral Calculus 
for Biological Sciences, which is given in the first semester of this degree, are presented. 








Keywords: Research, Calculus, Biologist. 


1. Objetivo general 


Diseñar una propuesta didáctica que permita iniciar a los estudiantes en el proceso de investigación, 
mediante un trabajo colaborativo, desde un curso de Cálculo que se imparte en el primer semestre 
de la carrera de Biología en la Universidad de Sonora. 


2. Introducción 


En el curso en cuestión se establece que el profesor implementará dinámicas de grupo que 
favorezcan el desarrollo de habilidades matemáticas de autoaprendizaje y de comunicación oral y 
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escrita, atendiendo tanto a las habilidades para el trabajo individual como de equipo. De hecho, se 
recomienda emplear tres horas a la semana para abordar conocimientos teóricos y dos horas para 
actividades prácticas, sin embargo, la extensión del contenido temático del curso obligó al 
instructor a dedicarle solamente una hora a la actividad de investigación que se implementó. Por 
tal motivo, se decidió implementar un estudio exploratorio donde los estudiantes, agrupados en 
equipos, buscarían información sobre el crecimiento poblacional de algún tipo particular de ser 
vivo, consultando artículos de investigación donde se hiciera referencia a modelos matemáticos 
implementados para comprender este fenómeno. Se trabajó por un periodo de 12 semanas, aunque 
el primer equipo en hacer su exposición se presentó en la quinta semana. 


3. Antecedentes 


Nos dicen Pozo y Gómez-Crespo (citados por García y García, 2007, p. 75), que no se trata de que 
el conocimiento científico sustituya al conocimiento cotidiano o intuitivo del alumno, sino que, el 
alumno los haga coexistir con cierta jerarquía, y comprenda que el primero en muchos casos, 
resulta más correcto o apropiado para describir y comprender determinados fenómenos de la 
naturaleza. 


S1 se retoma el concepto de “aplicacionismo” propuesto por Barquero, Bosch y Gascón (2014), el 
cual persiste en las instituciones universitarias responsables de la formación en Ciencias 
Experimentales, se puede decir que el presente trabajo intenta darle la vuelta a los cinco postulados 
con que definen Barquero y colegas el “aplicacionismo”: 


Las matemáticas se mantienen independientes de las otras disciplinas, lo que denominan 
“purificación epistemológica” y donde las herramientas matemáticas se consideran independientes 
de los sistemas extra-matemáticos. Se trata pues, de que los estudiantes observen cómo las 
matemáticas están presentes cotidianamente en su disciplina, en este caso Biología, y vean que se 
plantean cuestiones problemáticas cuyas respuestas llevan a la construcción de diversos modelos 
matemáticos. 


Las herramientas matemáticas básicas son comunes para todos los cientificos. Dejar evidenciado, 
en nuestro caso, que aún dentro de un mismo curso introductorio de matemáticas, se puede 
interactuar con diversas problemáticas que requieren diferentes herramientas matemáticas para 
darles solución. 


La organización de los contenidos matemáticos sigue la lógica de los conceptos, lo que denomina 
como lógica deductivista. En este caso, a pesar de que se sigue un contenido temático 
preestablecido, mediante este trabajo se busca ampliar la visión de los estudiantes al revisar 
distintas estrategias para solucionar las diversas problemáticas planteadas en los artículos de 
investigación revisados durante el desarrollo del curso. 


Las aplicaciones siempre van después de la formación matemática básica. El surgimiento de 
modelos matemáticos que se aplican en cursos más avanzados (ecuaciones diferenciales, 
estadística inferencial, etc.) rompe la regla implementada tradicionalmente de construir a partir de 
los conceptos, propiedades y teoremas de cada tema. 
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Muchos sistemas extra-matemáticos pueden ser construidos sin ninguna referencia a las 
matemáticas. La esencia del presente trabajo es evidenciar la importancia de las matemáticas en la 
enseñanza de las ciencias experimentales y dejar claro que las matemáticas no solo son útiles para 
ejemplificar los aspectos «cuantitativos» de ciertos fenómenos científicos. 


Por otro lado, Mónica y Ana María Izquierdo (2010) nos dicen que no es lo mismo enseñar a 
investigar que hacer investigación, lo que hace necesario una didáctica específica para formar y 
desarrollar el hábito investigador. Aseguran que formar en investigación es mucho más que 
transmitir un conjunto de técnicas, que más bien es un proceso social de producción y 
comunicación en el que se ha de desarrollar una compleja red de habilidades cognitivas, 
procedimentales, sociales y metacognitivas (p. 109). Resaltan también, que se puede establecer un 
marco teórico sobre la didáctica de la investigación grupal colaborativa conceptualizándola como 
objeto de aprendizaje en sí mismo para el desarrollo de una práctica eficaz de la misma. También 
proponen cuatro tipos de actividades que deben desarrollarse: 


a) Actividades de inicio, para sensibilizar y motivar a los estudiantes. 

b) Actividades de desarrollo, para familiarizarse con los aspectos claves del trabajo a 
desarrollar y con las dinámicas grupales colaborativas. 

c) Actividades de sintesis. 


d) Actividades de reflexión. 


4. Estudio exploratorio 


El trabajo consistió en la implementación de una actividad de investigación en el curso 
Introducción al Cálculo Diferencial e Integral de la carrera de Biología que ofrece el Departamento 
de Investigaciones Científicas y Tecnológicas de la Universidad de Sonora. Se trabajó con todos 
los integrantes del curso, cuya lista inicial comprendía 40 estudiantes, de los cuales asistieron 
regularmente 32. 


Desde la segunda semana de clases se les planteó la idea de realizar una tarea de investigación y 
dedicar una hora de clase a la semana, durante todo el semestre 2015-2, a darle seguimiento al 
trabajo que habría de realizarse de forma colaborativa, mediante la integración de equipos de cinco 
personas. 


5. Primera actividad 


Como actividad de inicio, se solicitó que cada estudiante seleccionara, individualmente, un ser vivo 
e investigara cual seria su crecimiento poblacional en condiciones ideales. Esta actividad cumpliria 
con dos propósitos: analizar el proceso de apertura de la investigación y tomar como un factor 
importante la selección individual de los seres vivos en la integración de los equipos, tomando en 
cuenta características de similitud. Se buscaría una integración que permitiera favorecer la 
investigación grupal en torno a intereses comunes más allá de la amistad que pudieran profesarse 
entre ellos. 


6. Segunda actividad 


Como actividades de desarrollo se integraron los equipos de trabajo y como paso previo a la 
búsqueda y análisis de la bibliografía se establecieron los criterios más relevantes respecto al tipo 
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de articulos que deberian ser seleccionados. Estos deberian ser de investigaciones que involucraran 
a un ser vivo y donde se utilizaran las matemáticas como herramienta para resolver alguna 
problemática planteada en torno al objeto de estudio. Se solicitó a los estudiantes que investigaran 
a través de diversas fuentes: libros, revistas científicas, internet, etc. 


Los integrantes de cada equipo deberían seleccionar un ser vivo en particular para desarrollar el 
trabajo. Esto es, tenían que consensar solo una opción de las generadas en la primera actividad. 


7. Tercera actividad. 


Las actividades de reflexión y síntesis se fomentaron en un proceso de seguimiento a las actividades 
de los equipos, el instructor debería solicitar al equipo más avanzado una presentación en Power 
Point para que compartieran los resultados de su investigación y dejaran de manifiesto cómo es 
que las matemáticas sirven para resolver los problemas específicos. Posteriormente se continuaría 
con esta actividad por el resto del semestre hasta culminar las presentaciones. Finalmente, cada 
equipo debía presentar, por escrito, un resumen de sus investigaciones. 


8. Resultados y discusión 


La primera actividad sirvió al docente para identificar las limitaciones que presentan los estudiantes 
en torno a la actividad de investigación, quienes en su mayoría aportaron notas tomadas de internet 
y, en el mejor de los casos, de revistas de divulgación científica en vez de verdaderos artículos de 
investigación. Esta actividad permitió integrar los equipos de trabajo en torno al ser vivo 
seleccionado de manera individual por los estudiantes del curso (ver tablal ). 


Seres vivos seleccionados 
Individual Equipo 
Oso panda, rinoceronte, caiman, oso perezoso, perro Oso panda 


Zooplancton, E. coli, clostridium, bacterias, cochinilla E. coli 


Arbol, cuángare, hongos, pino, hongos Cuángare 


Tigre, garza, salmón, hormiga, guirre Tigre de bengala 
Mantarraya, tortuga marina, robalo blanco, caballito de mar, Caballito de mar 
No hicieron esta actividad (3 integrantes) Bagre 


No hicieron esta actividad (5 integrantes) Carpas 


Tabla 1: equipos de estudiantes y seres vivos seleccionados. 





Para evitar desviaciones, el docente seleccionaba los artículos que cumplían con dos requisitos 
fundamentales: calidad metodológica y calidad científica. En muchos casos, fue necesario recurrir 
a revistas extranjeras, cuyo idioma es el inglés. 


Isabel Dorado Auz y José Luis Diaz Gomez 


9. Trabajos de los estudiantes. 
A continuación se dará una breve descripción de los trabajos realizados. 


Quienes trabajaron con el Panda Gigante, encontraron en uno de sus artículos de investigación un 
modelo matemático que relacionaba la población de pandas con la densidad de bambú, tomando 
en cuenta los principales factores que afectaban a ambas variables (el daño causado por insectos 
en el caso del bambú y la máxima natalidad de los pandas en vida silvestre, para mencionar solo 
dos ejemplos). 


Los que trabajaron con las carpas, encontraron que en condiciones ideales (si todos los huevecillos 
liberados fueran fecundados y dieran lugar a un ser vivo) el crecimiento poblacional generaría una 
saturación de la especie en el medio en que se estuviese desarrollando en muy poco tiempo; además, 
encontraron que las carpas pueden ser una especie invasiva en algunos países por lo que debiera 
ser regulada; este equipo presentó una gráfica de las estadísticas de producción reportadas por la 
FAO y se sorprendieron de que se reportaran 40 millones de toneladas en el año 2010. 


El equipo que trabajó con E. coli, presentó gráficas de crecimiento exponencial y linealización de 
los datos y dos modelos matemáticos que pueden aplicarse en estos casos, estableciendo la 
similitud entre ellos (ver Figura 1) 
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Figura 1. Graficas presentadas por el equipo de E. colli 
10. Comentarios de los estudiantes. 


En general, se puede decir que los estudiantes tomaron conciencia de la importancia de las diversas 
herramientas matemáticas que pueden usarse en su ámbito profesional. Señalaron que esta 
actividad de investigación les hizo más agradable y menos pesado el curso de Cálculo. Entre otros, 
se dan a conocer algunos comentarios que hicieron llegar los estudiantes: 


El: “al principio estaba con la idea de qué enfadoso sería tener esa clase a las 7 de la 
mañana, pero la verdad no me enfadó para nada, fue muy entretenida, didáctica y 
aprendí mucho. Me gustó mucho que tomara un día de la semana para intentar enfocar 
su materia a nuestra carrera”. 

Ell: “me pareció muy buena idea lo de las exposiciones y la investigación que hicimos, 
considero que así debería ser con todas las materias que se puedan alejar del concepto 
general de la carrera, pues nos ayudan a visualizar que todo está correlacionado y no 
podemos dejar ninguna asignatura de lado”. 

E27: “En este curso de Cálculo Diferencial e Integral descubrí que el cálculo tiene muchas 
aplicaciones para la investigación, cosa que jamás había reflexionado”. 
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11. Conclusiones 


Como se comentó previamente, este trabajo busca ser una propuesta didáctica de investigación, 
con la que los estudiantes aborden una parte de su formación integral realizando investigación 
desde un primer curso de matemáticas, logrando con ello generar un mayor interés por comprender 
los conceptos y aplicaciones del Cálculo diferencial. Con esta propuesta se observó: 


La dinámica del proceso de enfrentarse a los problemas, lleva a los alumnos hacia un pensamiento 
crítico y creativo. 


El proceso conduce a los alumnos al aprendizaje de los contenidos del curso de manera similar a 
la que utilizarán en situaciones futuras, fomentando que lo aprendido se comprenda y no sólo se 
memorice. Con el uso de problemas de la vida real, se ha observado que se han incrementado los 
niveles de comprensión, permitiendo utilizar su conocimiento y habilidades. El proceso conduce a 
los alumnos al aprendizaje de los contenidos del curso de manera similar a la que utilizarán en 
situaciones futuras, fomentando que lo aprendido se comprenda y no sólo se memorice. 


Se impulsó también el trabajo colaborativo y los estudiantes tuvieron la oportunidad de compartir 
experiencias. Finalmente, hay que resaltar el hecho de que el índice de reprobación fue muy bajo, 
lo cual puede estar relacionado con el interés propiciado con esta incipiente actividad de 
Investigación. 
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Resumen: El concepto de función es uno de los conceptos matemáticos más estudiados y 
controvertidos desde la perspectiva histórica, epistemológica, educativa y matemática. En efecto, 
los reportes sobre el problema de adquisición por parte de los estudiantes son numerosos y 
frecuentes. Esto no debería parecer extraño, dado que este concepto, ha tenido siglos de 
anticipaciones y consecuentemente ha tenido en su desarrollo varias definiciones que amplían las 
versiones precedentes e incluso se considera que su definición se encuentra aún en evolución. En 
este artículo presentamos una propuesta didáctica para introducir el concepto de función, haciendo 
una analogía con los conocimientos básicos de alfabetización y de los principios básicos de una 
propuesta didáctica proponemos actividades que consideramos ayudarán a promover una mejor 
comprensión. 








Palabras clave: Función, didáctica, pensamiento funcional, habilidades matemáticas fundamentales. 


Abstract: The concept of function is one of the most studied and controversial mathematical 
concepts from the historical, epistemological, educational and mathematical perspectives. Indeed, 
reports on the problem of student acquisition are numerous and frequent. This should not seem 
strange, given that this concept has had centuries of anticipations and consequently has had in its 
development several definitions that extend the previous versions and it is even considered that its 
definition is still in evolution. In this article we present a didactic proposal to introduce the concept 
of function, making an analogy with the basic knowledge of literacy and of the basic principles of 
a didactic proposal we propose, activities that we consider will help to promote a better 
understanding. 





Keywords: Function, didactics, functional thinking, fundamental mathematical skills. 





Introduccion: 


Posiblemente el concepto matematico mas estudiado y del cual se cuenta con innumerables tesis de 
licenciatura, maestria y doctorado, asi como una cantidad considerable y recurrente en las diversas 
revistas de investigación científica en el ramo educativo es el concepto de función. Y no es para menos, 
el objeto función es el que modela fenómenos procesos en todas las ciencias naturales, económicas y 
sociales (Spivak, 1967; Kjeldsen y Lútzn 2015; Blanco et.al., 2014). Es, sin duda alguna, el concepto 
matemático más utilizado por todas las ciencias, pero además ha sido impulso e impedimento para el 
propio desarrollo de la matemática. Por ejemplo, el concepto de función fue un impulso para el desarrollo 
del análisis matemático, pero a la vez fue un impedimento, por su controversial definición, para el 
desarrollo del cálculo. 





“La filosofía está escrita en ese libro enorme que tenemos continuamente abierto delante de nuestros 
ojos (hablo del universo), pero que no puede entenderse si no aprendemos primero a comprender la 
lengua y a conocer los caracteres con que se ha escrito. Está escrito en lengua matemática, y los 
caracteres son triángulos, círculos y otras figuras geométricas sin los cuales es humanamente imposible 
entender una palabra; sin ellos se deambula en vano por un laberinto oscuro” (Calvino, I., 2009, citando 
a Galileo). 





Y en efecto, Galileo Galilei (1981) estableció el indisoluble vínculo entre las ciencias naturales y la 
matemática, e indudablemente la modelización matemática de los fenómenos naturales, mediante el 
concepto de función, contribuyó a desvelar muchos de los misterios de la misma naturaleza. 

El no tener una aceptable comprensión de este concepto, no solo impide la comprensión del algebra, 
cálculo y demás ramas de la matemática, sino que además es un serio impedimento para la comprensión 
de los hechos propios de las diversas ciencias. 

En efecto, Sierpinska (1992) y Sfard (1989), reportan que los libros de texto de álgebra y cálculo 
utilizados en las escuelas y universidades ofrecen diferentes versiones del concepto de función que 
generalmente dan origen a interpretaciones que dejan de lado características importantes del concepto. 
También Nicholas (1966), Norman (1992), Goldenberg (1988) y otros, han hecho investigaciones acerca 
de las dificultades y errores que presentan los estudiantes con el uso de las diferentes versiones de la 
definición de función. Incluso existen evidencias de que la familiaridad con un aspecto de la función 
interfiere con el desarrollo y comprensión de otros, (véase Selden; 1992; Dubinsky y Harel, 1992; 
Norman, 1992). 

Al modelar desde su aparición diversos fenómenos de las ciencias naturales y sociales el estudio de las 
funciones tuvo que ver con el estudio de ciencias ajenas a la matemática misma y su desarrollo a partir 
de nociones vagas e inexactas ha sido gradual (Monna, (1972)). Incluso Kleiner (1989) afirma que este 
concepto, continua en evolución. Podemos sintetizar el proceso de evolución del concepto de función, y 
constatar cómo se ha ido reformulando en el tiempo (Rúting, 1984). El concepto de función se remonta 
hasta más de 4000 años de nuestra era, aunque de ellos 3700 fueron solo de anticipaciones, sin una 
definición de esta y esto adquiere relevancia a partir del surgimiento del análisis matemático; esto es, 
desde hace 300 años aproximadamente (Kleiner, 1989). 


El lugar de las funciones en los estudios didácticos 

Podría uno preguntarse ¿cuál será la cultura básica de matemáticas? Una cultura que le permita a un 
individuo interactuar aceptablemente en nuestra sociedad actual. Esta misma pregunta se podría 
reformular estableciendo ¿Cuál será el pensamiento matemático básico que le permita a un individuo 


interpretar nuestro medio? Estableciendo un paralelismo con la alfabetización necesaria para 
comunicarse en cualquier sociedad estableceremos lo siguiente. 


Habilidades matemáticas fundamentales y habilidades esperadas por la sociedad 
La palabra inglesa literacy se refiere a la habilidad de leer y escribir la lengua común. Éste era un 
importante objetivo de la escuela, aún antes de la generalización de la educación escolarizada para todos 
los niños. Otro objetivo, era el aprendizaje del conteo y de las operaciones aritméticas. Hoy día, la escuela 
es más ambiciosa. En el caso de las matemáticas podemos distinguir varias habilidades que en una 
asignación libre se pueden designar por palabras construidas a partir del modelo literacy: 

numeracy, rationacy, algebracy y funcionacy 


La primera, numeracy, corresponde al objetivo ya descrito; conocimiento de los números y operaciones 
usuales. 

La segunda, rationacy se refiere también a un conocimiento numérico, aunque más avanzado; a partir de 
concepciones meramente multiplicativas, contiene las proporciones y el manejo de fracciones; incluye 
también conocimiento de magnitudes y elementos de razonamiento lógico. 

La tercera algebracy es la que aparece en particular en los estudios de Filloy, Puig y Rojano (1984, 2008), 
con la consideración de sistemas matemáticos de signos (SMS); abarca resolución de ecuaciones y 
manejo de expresiones que incluyen variables y/o parámetros. 

La última en la lista corresponde a un conocimiento funcional o lo que llamaremos la construcción de un 
pensamiento funcional, es decir, una actividad cognitiva, una etapa del desarrollo del pensamiento 
matemático que permite establecer relaciones de dependencia funcional, más allá de las relaciones 
aritméticas y algebraicas que pueden ser aplicadas a diversos contextos. Aún más, se considera que para 
poder interactuar en el mundo actual y poder desarrollarse en cualquiera de las diversas disciplinas o 
ciencias tanto básicas, naturales como sociales, se requiere de un pensamiento funcional (Pluvinage y 
Cuevas, 2006), que describiremos más adelante. 


Nos parece interesante destacar dos características de la lista propuesta: 
e el orden de presentación de las habilidades en la lista sugiere “casi” un orden de adquisición, 


e la adquisición generalizada de las habilidades que están en la lista después de numeracy son 
propuestas a discutir. 


En cuanto a la primera característica, podemos asegurar que rationacy y algebracy suceden 
evidentemente a numeracy. Los estudiantes, que K. Hart (1985) llama adders tienen un manejo muy 
eficiente del conteo y de las operaciones aritméticas, pero sólo en la suma (una multiplicación es para 
ellos una suma repetida, y algo como la obtención del área de un triángulo les parece misterioso). Sin 
embargo, a pesar de que hay vínculos entre el manejo de fracciones y proporciones y el uso de escrituras 
algebraicas, existe también cierta independencia, de ahí que se halla utilizado la palabra “casi”. El 
concepto de función sucede claramente a los anteriores y se refiere a variaciones, entre las que, por 
supuesto, se encuentran todas las que provienen de proporcionalidad. 








Con respecto a la segunda caracteristica, podemos observar que casi todos los documentos oficiales, tales 
como textos de leyes, se apoyan sobre un conocimiento que no sobrepasa numeracy, aun en casos en los 
que la información se podría simplificar notablemente con el uso de expresiones matemáticas. En un 
caso tan sencillo, como una situación de proporcionalidad, la expresión meramente verbal puede parecer 
algo verdaderamente complejo. Por ejemplo, esta situación se presenta en un artículo de la ley vigente 
en México sobre mejoras de infraestructura hidráulica. 


Cámara de Diputados del 
H. Congreso de la Unión 


LEY DE CONTRIBUCIÓN DE MEJORAS POR OBRAS PÚBLICAS Y FEDERALES DE INFRAESTRUCTURA 
HIDRÁULICA 

Nueva Ley D.O.F. 26/12/1990 
.. Artículo 7 — Il 
Tratándose de acueductos o sistemas de suministro de agua en bloque realizados 
exclusivamente con inversión federal, el monto de la contribución obtenida en el artículo 
anterior se dividirá entre la capacidad de suministro del sistema, medida en metros cúbicos 
por segundo, y el cociente obtenido se multiplicará por el volumen asignado o concesionado 
por la Comisión Nacional del Agua a cada usuario del sistema, medido en metros cúbicos por 
segundo y el resultado será el monto de la contribución a cargo de cada contribuyente. 


De una cuidadosa lectura del artículo se desprende algo finalmente muy sencillo: 


A partir de una contribución total T, se define la contribución unitaria en m*/seg. Asi t = T/c, donde 
c es la capacidad de suministro del sistema. Luego, si el consumo asignado a un usuario es de x m*/seg, 
el monto de su contribución será igual a xt. 


Observamos que, a pesar de un claro esfuerzo de precisión, el texto de la ley contiene una inexactitud 
desde el punto de vista de las magnitudes. El texto se refiere a un volumen y la unidad de medición que 
le asigna es el metro cúbico por segundo. Hemos elegido un ejemplo sencillo, pero el lector interesado 
podrá constatar casos semejantes en que al verbalizar relaciones numéricas se encuentran situaciones 
verdaderamente complejas. Lo que nos interesa señalar es que en un texto de ley se definen todas las 
operaciones aritméticas necesarias y se evita el empleo de variables denotadas por letras. Es por eso que 
mencionamos que los textos de leyes se apoyan sobre un conocimiento que no sobrepasa al nivel 
matemático numeracy. 


Esta es una de las razones por lo que nos parece que la educación elemental actual debería permitir a los 
estudiantes, 1r más allá de este primer nivel matemático, e impulsar a que la sociedad alcance los niveles 
de racionacy y algebracy. Es probable que un nivel funcional sobrepase la instrucción general, a 
excepción del caso de las funciones lineales y cuadráticas. Luego entonces, consideraremos que el nivel 
funcional en una extensión más completa se dirige a estudiantes de nivel medio superior en adelante. 


Diferencias en las definiciones de función y subconceptos relacionados 

Las funciones son objetos que los matemáticos se vieron en la necesidad de estudiar por razones externas 
e internas a la matemática. Esto es, al modelar desde su aparición diversos fenómenos físicos y sociales 
el estudio de las funciones tiene que ver con el estudio de ciencias ajenas a la matemática misma y su 
desarrollo a partir de nociones vagas e inexactas ha sido gradual (Monna, (1972)) e incluso Kleiner, 
(1989) afirma que éste continua en evolución. El concepto de función, al no ser un objeto matemático 
“puro” se ha ido reformulando en el tiempo (Rúting, 1984), lo cual ha provocado agrias discusiones entre 


matematicos ilustres. Dos son las mas notables que se conocen como “la controversia de la cuerda 
vibrante” y la “controversia alrededor de 1900” (Kleiner, 1989; Monna, 1972; Youschkevitch, 1976). 
Además, diversos estudios muestran que es probable este concepto presente obstáculos epistemológicos 
(Sierpinska, 1992). Podríamos suponer que las dificultades se han resuelto con la reflexión general sobre 
los fundamentos de las matemáticas, pero los reportes indican que en realidad los conceptos funcionales 
siguen sin estar claramente definidos. En efecto, Sierpinska (1992) y Sfard (1989), reportan que los libros 
de texto de álgebra y cálculo utilizados en las escuelas y universidades ofrecen diferentes versiones del 
concepto de función que generalmente dan origen a interpretaciones que dejan de lado características 
importantes del concepto. Por su parte Hitt (1988), Nicholas (1966), Norman (1992), y Goldenberg 
(1988), por mencionar algunos, han hecho investigaciones acerca de las dificultades y errores que 
presentan los estudiantes con el uso de las diferentes versiones de la definición de función. 

Para confirmar lo anterior, en este artículo, nos limitaremos a considerar tres conceptos: función, función 
real, y continuidad. Del estudio realizado, podemos decir que en general se encuentran dos tipos de 
acercamientos en los libros de texto y documentos en línea. O bien un texto se limita a introducir 
funciones cuyo dominio es una parte de los números reales y considera problemas de límite y continuidad 
para funciones definidas sobre intervalos. Este último nos parece correcto y fácilmente entendible, 
aunque la contraparte es que el concepto general de función tendrá que ser definido posteriormente. O 
bien un campo de definiciones intenta abarcar todos los casos posibles, y resulta insuficiente o incorrecto, 
o bien resulta demasiado avanzado para un nivel elemental. 


Mostraremos a manera de comprobar lo anterior la siguiente experiencia. 


Si se deseara determinar las propiedades de la función definida por f(x) = 1 + /cos(2mx) —1. Un 
breve examen de la función basta para convencernos de que, en los números reales, la fórmula expresada 
en f(x) sólo tiene sentido para los números enteros, y que f (x) toma el valor | en cada entero. Entonces 
f(x) es una función discreta, de tal manera que no se tiene sentido plantear el problema de su 
continuidad. Por otra parte, si se consultan, en textos de amplia difusión, las definiciones para funciones 
reales y continuidad para investigar las propiedades de esta función, encontraremos lo siguiente. 


Una función es una regla que asigna a cada elemento de un conjunto un elemento del 
mismo conjunto o de otro. Una función real es la que asigna a cada número real, de 
cierto conjunto de números, otro número real (Bers, 1978) 


En la red Internet, el sitio Mathworld (en inglés) es generalmente considerado una buena referencia, por 


correcta y constantemente actualizada. Para las funciones encontramos 


Several notations are commonly used to represent (non-multivalued) functions. The most 
rigorous notation is f:x > f(x), which specifies that f is function acting upon a single number 
x (1.e., f is a univariate, or one-variable, function) and returning a value f(x). To be even more 
precise, a notation like “f: R > R, where f(x) = x?” is sometimes used to explicitly specify 
the domain and codomain of the function. The slightly different "maps to" notation f:x => 


f (x) is sometimes also used when the function is explicitly considered as a "map. 








en este sitio o como en otros de prestigio se considera que función y aplicación (map o mapping) son 


palabras sinónimas. Con respecto a función real se encuentra que 


A function whose range is in the real numbers is said to be a real function, also called a real- 
valued function. 


Según Mathworld, tenemos que considerar en nuestro ejemplo que f(x) es una función real, porque su 
rango es un subconjunto de los reales. Con respecto a la continuidad en Mathworld, encontramos que la 
definición consiste en escribir que f(x) es continua en X si tiene a f (xọ) como límite y el límite se 


define como: 


In this formalism, a limit c of function f(x) as x approaches a point Xo, is defined when, given 
any € > 0, a ô > 0 can be found such that for every x in some domain D and within the 


neighborhood of xy of radius 6 (except possibly xo itself), |f(x) — cl < e. 


Por lo tanto la función f(x) es continua en todo punto de su dominio, porque f cumple con la definición 
dada de la continuidad en un punto x, del dominio de f, y esta última condición expresada en (e, 6) usa 
sólo un cuantificador universal para x. Dado que en nuestro caso la desigualdad se verifica con la elección 


de ô = 0.5, podemos asegurar que f(x) tiene a 1 como límite en todo punto de su dominio. 


Ahora bien, se puede suponer que algo escapo a Eric Weisstein, autor del sitio con ayuda de la National 
Science Foundation, debido a su interés en matemáticas más avanzadas. Consultamos ahora la 
enciclopedia universal multilingue Wikipedia, en sus versiones española, inglesa, y francesa. Para las 
matemáticas, esta enciclopedia es un poco menos avanzada que Mathworld, pero está bien documentada 
y generalmente correcta. Un título, en la versión en español, nos llamó la atención, “funciones reales y 


discretas”. 


Funciones reales y discretas. Si el dominio de una función es un intervalo de la recta 
real la función se denominará real. En cambio, si la función está definida para los 
números enteros se denominará función discreta. Un ejemplo de una función discreta 
son las sucesiones. 


Como se puede ver, esta definición no es del todo correcta, porque una sucesión no tiene a los enteros 


como dominio, sino sólo los naturales. En rigor, nuestra función f(x) no se podría denominar función 
be E Y . . 7, ey 1 . 
discreta en el sentido de este texto. Además de acuerdo con esta definición la función z(x) = z» que tiene 


como dominio los reales excepto cero, no sería una función real. La penúltima oración impide por 
ejemplo que una función no definida en cero sea discreta. Además, la última oración es incorrecta, desde 
el punto de vista gramatical (singular: un ejemplo, y plural: las sucesiones). Por otra parte, usualmente 


en matemáticas una sucesión se define como una función cuyo dominio es una parte infinita de los 


números naturales (y no un dominio de todos los enteros). Nuestra función f(x) se puede denominar 


funcion discreta en el sentido de este texto. 


En el texto francés de la misma enciclopedia se introduce la idea de correspondencia funcional, en la 
que un elemento del dominio tiene 0 o una imagen. Además, se introduce una distinción entre el conjunto 


de definición de una función y su dominio. 


Formellement, une fonction f d'un ensemble E dans un ensemble F est une correspondance 
ou relation fonctionnelle; c'est donc un triplet (E, F,G) où G est un sous-ensemble de E Xp 
dans lequel chaque élément de E n'apparait au plus qu'une fois. 

e ŒE estl' ensemble de départ de f; 


e Fest l' ensemble d'arrivée de f; 





et G est le graphe de f; G est noté parfois «Gf» ou «G (f )» pour préciser de quelle fonction on 
parle. 


Con respecto a la continuidad, si consideramos el texto español de Wikipedia, la definición de la 


continuidad se cumple en el caso de f(x) = 1 + /cos(21rx) — 1 lo que nos conduciría a concluir que la 
función que consideramos es una función discreta continua. Al contrario, en el texto francés, no se 
cumple porque la noción de límite en un punto supone que este punto sea un punto de acumulación del 
dominio. Es decir, esto nos conduciría a concluir que la función que consideramos no es una función 
continua. 


Para resumir, podemos decir que en general se encuentran dos tipos de acercamientos en los libros de 
texto y documentos en línea. O bien un campo de definiciones intenta abarcar todos los casos posibles, 
de tal forma que a veces resulta insuficiente o incorrecto (situaciones presentadas por MathWorld o 
Wikipedia español), además de que aparece demasiado avanzado para un nivel elemental (caso de 
Wikipedia francés, que toma como prerrequisito la noción topológica de punto de acumulación). O bien 
un texto se limita a introducir funciones cuyo dominio es una parte de los números reales y considera 
problemas de límite y continuidad para funciones definidas sobre intervalos. Este último nos parece 
correcto y fácilmente entendible, aunque la contraparte es que el concepto general de función tendrá que 
ser definido posteriormente. 


Nuestra elección personal, abierta a discusión, será entonces proponer una definición de función real 
como una aplicación de una parte de la recta real a los números reales. Esta definición será suficiente 
para la introducción de límites y continuidad, en este sentido consideramos a las funciones definidas 
sobre intervalos como suficiente. Sin embargo, como una función real se define como una asociación 
entre números reales, queda una cuestión. ¿Cómo introducir los números reales? De acuerdo con la teoría 
de los registros semióticos, se requieren cuando menos dos representaciones distintas para un objeto 
matemático. Entonces para los números reales a un nivel elemental, proponemos su presentación en los 
siguientes dos registros: 


e Como la abscisa de un punto en una recta graduada, 








e Como un desarrollo decimal, eventualmente ilimitado. 


La doble representación propuesta nos permite admitir equivalencias de la forma: 0.999... = 1, sin 
necesitad de presentar una prueba formal completa. La definición por sucesiones de Cauchy o cortaduras 
de Dedekind se podrá considerar en fases de aprendizaje ulteriores. 


Todo lo anterior se reduce a la elección de las bases matemáticas convenientes para la enseñanza de las 
funciones, y ciertamente este es un aspecto esencial del tema, pero deja abiertos todos los aspectos 
meramente didácticos. Estos aspectos se consideran a continuación. 


Investigaciones didácticas sobre el concepto de función o temas relacionados 


Existen numerosos artículos tanto a nivel interno del Departamento de Matemática Educativa (DME) 
como en el ámbito internacional, incluso esta información crece día a día. Así que el intentar hacer un 
resumen de todos ellos por razones de espacio no sería posible. Además, de que, por su continua 
producción, el estudio quedaría incompleto. Como muestra de ello anotamos los resultados de un breve 
estudio, sobre la producción científica-académica alrededor del concepto de función en el DME, 
tomaremos para ello el período del 2000-2004. En esta etapa se han publicado en revistas y congresos 
internacionales 32 artículos, se han publicado en editoriales de prestigio 2 libros con tema y título de 
función, se han financiado 2 proyectos internacionales con apoyo de los gobiernos, para el estudio de 
problemas de aprendizaje con funciones, se han elaborado 10 tesis de maestría relacionadas directamente 
con el concepto de función, 2 tesis de doctorado y un reporte de posdoctorado. Cabe mencionar que el 
DME inicia oficialmente sus actividades en el año de 1974 y este resultado es sólo de los últimos cuatro 
años de los 30 de existencia. Los aspectos que tocan estas publicaciones son, como ya se ha señalado 
dentro de marcos teóricos como la epistemología, las ciencias de la cognición, y la computación. 
Experiencias didácticas con y sin apoyo de tecnología, estudios detallados sobre aspectos matemáticos 
de las funciones elementales, e incluso estudios del desarrollo histórico. Esto muestra la preocupación 
en el DME, que por cierto comparten en otras latitudes, por los problemas en la enseñanza y aprendizaje 
del concepto de función. Esto muestra además que la producción internacional sobre este tema es de 
verdaderamente abrumadora. 


Hacia escenarios didácticos de aprendizaje de las funciones 
Aprendizajes participativos 


El estudio de lo que la sociedad requiere y que la comunidad científica y educativa (la noosfera) desea 
ha permitido precisar objetos y progresos en la enseñanza. Esto se ha realizado tomando en cuenta 
aspectos cognitivos. Dada la enorme complejidad del concepto de función, evidentemente éste es un 
concepto que tendría que ser enseñado y aprendido en aproximaciones sucesivas. Para las funciones 
reales proponemos de inicio el estudio de las funciones de grado 1 y 2 de variable real (lineales y 
cuadráticas) como un estudio que debería ser de interés para todo estudiante, cualquiera que sea su 
especialidad. El siguiente estudio corresponde a un aprendizaje más avanzado y será el estudio de las 
funciones reales; finalmente para un aprendizaje especializado el estudio de las funciones en general. Es 
importante también pensar en el diseño de actividades matemáticas. Las actividades determinan 


situaciones que juegan un papel meramente matematico, puesto que situaciones-problémicas se situan en 
el centro del pensamiento matemático, pero también es importante el aspecto didáctico de las actividades 
a proponer. Por ejemplo, Brousseau (1997) sostiene en su teoria de las situaciones, dos aspectos 
didácticos sumamente importantes: la implicación que las situaciones tienen sobre la naturaleza de los 
intercambios entre docente y estudiantes (reemplazar el solo "yo aclaro y tu aplicas" por una ayuda a la 
resolución y debates científicos), y la posible riqueza de la producción estudiantil que permite analizar 
dificultades y avances. En artículos anteriores (Cuevas y Pluvinage (2003) y (2005)), presentamos el 
beneficio de conducir una enseñanza en forma sistematizada mediante proyectos de acción prácticos y 
su aplicación a un aprendizaje funcional. Nos proponemos ahora examinar condiciones para la elección 
de situaciones que tengan un interés en la enseñanza del cálculo. 


Competencias 


Es preciso considerar, en primer lugar, las competencias que deseamos que los estudiantes adquieran. 
Los objetos matemáticos para utilizar son: 


e un valor numérico, exacto o aproximado, 

e una pareja de valores numéricos, 

e un intervalo, que puede ser ilimitado, 

e una variable, una pareja de variables, 

e funciones elementales: algebraicas (polinómicas, racionales y radicales), 
e funciones trigonométricas, logarítmicas y exponenciales, 

e una función en general. 


Para la presentación de funciones se utilizarán fundamentalmente cuatro registros semióticos: las tablas 
numéricas, las representaciones gráficas, las teclas de calculadora o programas de cálculo, y las fórmulas 
explicitas. Los tratamientos generales que se aplicaran a estos objetos son: las operaciones numéricas 
(suma, producto, resta, división, raíces), la comparación, la sustitución. También es necesario recordar 
que muchas funciones se manipulan mediante representaciones parciales. Por ejemplo, una gráfica se 
presenta dentro de un marco limitado. Además, algunos tratamientos son más o menos específicos de un 
registro: por ejemplo, una trasformación geométrica cambia una curva en otra, o una fórmula de cambio 
de variable define una nueva función. 


Evidentemente dada la extensión del concepto de función, éste es un concepto que tendría que ser 
enseñado y aprendido año por año en aproximaciones sucesivas. Para las funciones reales proponemos 
iniciar con el estudio de las funciones lineales, después se puede realizar un primer acercamiento a las 
funciones reales a partir de observaciones o experimentos. Esto conduciría a considerar diversas maneras 
de representar una función real. Dentro de la categoría de las tablas numéricas se introducen diferencias 
entre tablas completas (p. Ej. Tabla de tarifas de envío por correo; los precios según el peso), tablas de 
valores, con una precisión determinada (p. Ej. Tablas trigonométricas), y tablas de datos, con una 
precisión en muchos casos desconocida (depende de los aparatos de medición y de la actuación de 
operadores). En etapas de aprendizaje posteriores, será importante no olvidar el recurso de los diversos 








registros. Invitamos al lector a estudiar el ejercicio siguiente, para darse cuenta (auto-observación) de lo 
que moviliza su resolución. Una sugerencia de tratamiento de este ejercicio en caso de dudas es el uso 
de una hoja de cálculo, con el recurso de una representación gráfica. 

Ejercicio 

La tabla 2 construida por un estudiante nos presenta los valores de dos polinomios P(x) y Q(x) de grado 
2. Al revisarla se advierte que cada renglón contiene un error. Encuentra el error, en cada renglón. 





Principios y elementos para el diseño de escenarios didácticos 


Es posible apoyarse en el conocimiento adquirido en torno a conceptos relacionados con las funciones 
reales, para pasar a estudios de tipo exploratorio que deriven a un acercamiento didáctico más completo. 
Se trataría de considerar por un lado las diversas etapas de adquisiciones para estudiantes de orientación 
fisicomatemática, abarcando el cálculo y el análisis matemático hasta las ecuaciones diferenciales, y por 
otro lado los aprendizajes útiles o necesarios para diversas especialidades con necesidades específicas 
(computación gráfica, ingeniería, diseño, contaduría, ciencias sociales, etc.). En algunos de estos casos, 
las matemáticas discretas tendrán un peso mayor que en el caso fisicomatemático. 


Para la implementación didáctica hemos puesto en práctica los principios didácticos enunciados por 
Cuevas y Pluvinage (2003). Los primeros tres principios básicos son los siguientes: 


Es esencial que el estudiante esté siempre desarrollando una acción. Que, en el caso de 
la enseñanza de las matemáticas, no tiene por que ser necesariamente una acción física, 
sino por el contrario, es esencialmente mental?. En este sentido es importante señalar 
que sea el propio educando quién mediante la resolución de problemas específicos, 
gradualmente dosificados, construya o llegue al concepto deseado. Esto es, el alumno 
debe estar constantemente resolviendo o intentando resolver problemas. 


Cada vez que se introduzca un concepto o noción matemática, hay que intentar partir 
de un problema en cierto contexto de interés para el educando. Este problema puede 
generar ejercicios o subproblemas cuya solución, en forma estructurada y coordinada, 
lleve al estudiante a definir o mostrar el concepto matemático deseado. Esto, desde 
luego, no es posible de realizar para cada uno de los conceptos intrínsecos a un 
determinado tema, por lo que toca decidir al docente, cuál o cuáles son los más 
trascendentes. En todo caso, nunca introducir un concepto mediante su definición 
formal?. 


! Recuerde que estamos pensando en estudiantes de nivel medio superior y superior. 


? La definición formal, corresponde al grado escolar del educando. 


Una vez resuelto el problema presentado, el estudiante debe de validar sus resultados, 
verificando que tengan un sentido lógico, de acuerdo con el problema planteado 
(Cuevas y Pluvinage, 2003). 


Primera aproximación al objeto función: caso lineal 


Para el caso de la función lineal proponemos un proyecto de acción práctico como el siguiente, que 
presenta elementos parecidos a los que se introducen en una situación real de producción y compra: 


Una compañía vende un mantel a $ 23.45 por unidad. El producir este artículo, le implica a la compañía 
tener costos fijos (renta de un local, luz, etc.) de $ 4,500.00 al mes y costos variables (compra de materia 
prima, gastos de promoción, etc.). En esta compañía se estima que los costos variables representan un 40 
% del ingreso total. Basado en esta información, el gerente de producción desea saber cual es la relación 
entre el valor unitario del producto y el ingreso total, al vender un número determinado de artículos; el 
costo de producción de estos artículos, el costo por unidad y la cantidad de unidades que deberá vender la 
compañía para cubrir los gastos. 


Antes de iniciar su solución sería conveniente tomar en cuenta el siguiente principio 


Cuando se trate de enseñar un determinado tema o concepto matemático complejo, 
mediante la resolución de un determinado problema, es necesario descomponer o 
dividir este problema en subproblemas que representen las operaciones parciales que 
lo constituyen y anotar todas las operaciones y/o conceptos que resulten de este análisis 
y que el estudiante requerirá para resolver el problema inicial. Generar así un plan de 
acción, el cual, mediante ejercicios gradualmente dosificados, nos lleven en forma 
coordinada y coherente a la consecución de la meta (Ibidem). 


Podemos descomponer este problema en tres fases. Primero la obtención del ingreso como función lineal 
del tipo f(x) = ax, enseguida la función costo en donde se obtiene la función lineal como una 
composición del ingreso resultando al final una función del tipo f(x) = ax + b y por último como una 
aplicación, el punto de empate. 


Este proyecto de acción se podría iniciar proponiendo a los estudiantes llenar una tabla donde en la 
primera columna escriban el precio por unidad, en la siguiente la cantidad de artículos vendidos y en la 
tercera el ingreso obtenido. Una vez que el estudiante halla llenado un número suficiente de casillas en 
una tabla como la anterior se le podría proponer encontrar la relación que determina el ingreso al vender 
un número x de artículos 


De aquí surge en forma natural la relación 

I = 23.45x obien y = 23.45x. 

Y como / depende de x surge también natural proponer la relación 
I(x) = 23.45x 


Si en un plano cartesiano graficamos esta relación mediante la simple union de puntos (x, 1 (x)) 


calculados en la tabla se obtiene una recta. Con esto estaremos cubriendo dos puntos mas de la propuesta 








didactica. 


Cada vez que enseñemos un determinado concepto de las matemáticas, en un cierto 
registro de representación semiótica, trabajar el mismo (si el concepto lo permite) en 
los otros registros de representación que le sean propios. 


Si un concepto matemático se opera en más de un registro de representación semiótico, 
instrumentar operaciones directas e inversas que promuevan la articulación (traslación) 
entre los diferentes registros (Ibidem). 


Es conveniente que en este ejercicio se realicen actividades en cada registro y que cada una de ellas se 
visualice en los demás. Por ejemplo, al trabajar o evaluar para algún valor de x la relación algebraica 
I(x) = 23.45x, el resultado deberá verse reflejado en la tabla correspondiente y al dibujar el punto se 
reflejará en el registro gráfico. De igual forma si se toma un punto de la recta, se vera la relación 


correspondiente con la función y su tabla. 


Es conveniente iniciar con la gráfica una discusión sobre el dominio y rango de esta función. Y 
diferenciar esta función de otras lineales con dominio todos los reales. Pero este ejercicio no estará 
terminado si no se añaden dos elementos más de la didáctica a saber: 


Intentar en lo posible, cada vez que se realicen operaciones que nos lleven a conceptos 
matemáticos, implementar la operación inversa. 


Cuando se ilustre una forma o método para resolver un problema, intentar dar una 


forma de solución alternativa. En todo caso, nunca imponer una forma de solución 
(Ibidem). 


En nuestro caso deberemos proponer ejercicios para que el estudiante determine la cantidad que se tiene 
que vender para un determinado ingreso. Por ejemplo, ¿cuantos artículos se tienen que vender para 
obtener un ingreso de 32,000.00? y por supuesto promover diversas formas de solución. 


Etapa de formulación de problemas del objeto función real 


En una experimentación sobre funciones, será importante introducir un proyecto de acción concreto en 
el que el concepto de función surja a partir de la solución del problema. En relación con el tema del agua, 
cuya importancia hoy es vital, sería interesante un estudio que conduzca a determinar la cantidad de 
precipitación pluvial en una región. Un utensilio llamado pluviómetro permite medir la altura diaria de 
lluvia. Una versión simplificada, hecha a partir de una cubeta, podría permitir unas mediciones, por así 
decir, durante un periodo de una semana, un mes, etc. Además, el servicio meteorológico nacional publica 
en línea la hoja de datos que presentamos en anexo. La noción misma de clima implica que se consideren 
cantidades obtenidas durante ciertos intervalos de tiempo, por ejemplo, cantidades mensuales. Pero 
¿cómo obtener precisamente una función de los meses del año hacia las alturas de lluvia? La tabla en el 
anexo proporciona posibilidades de respuesta. Luego podremos considerar el año como un parámetro. 
De cualquier forma, una tabla como la del servicio meteorológico nacional nos conduce a considerar que 
vale la pena hacer la distinción entre tablas de valores de funciones (con una precisión elegida), y tablas 


de datos de un fenómeno (con una precisión generalmente desconocida). 


Etapa de estudio de un caso modelo 


Uno de los mayores problemas es el contar con un proyecto de acción práctico, cuya solución mediante 
diversas actividades conduzca a una promoción en la adquisición del concepto matemático. En el caso 
de funciones en general proponemos el tema de poleas. Este es un problema sencillo de plantear, aunque 
no necesariamente de resolver, es un problema de interés real y se puede plantear independientemente 
de toda forma de expresión de las funciones. Además, su resolución conduce a examinar todos los 
componentes o subconceptos que aparecen en el concepto de función real. Es decir, al resolverlo se 
examinan los significados de: variable independiente y dependiente, parámetro, dominio, rango, etc. 
Además, permite la observación directa de cantidades, lo cual no es posible cuando se consideran 
modelos que refieren a magnitudes diferentes. Otra ventaja es una adecuación evidente del modelo con 
la realidad. 


Sin embargo, si cabe cualquier duda, no es difícil ni caro presentar una realización concreta. En el caso 
elemental representado abajo, con un cable de longitud dada, una polea en Q (cuyo tamaño en el modelo 
puede modificarse), el punto M, de abscisa x, se mueve horizontalmente y el punto N, de ordenada y, 
verticalmente. Con la disposición que hemos escogido, la gráfica de la función x > y coincide con el 
lugar geométrico del punto del plano que tiene M y N como proyecciones ortogonales. El desplazamiento 
del punto de coordenadas (x, y)es lineal (véase fig. 1). 
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Figura 1. a) El punto Q esta en la polea, el punto M (sobre el burro). El punto N (sobre la cubeta). b) Modelo 
matemático en un plano cartesiano. 


Es posible introducir variantes al problema que nos lleven a situaciones no tan sencillas factibles de 
estudiar, para producir resultados interesantes. Por ejemplo, en la primera situación considerada, 
podemos situar la polea P en otro punto del eje Oy (véase figura 2). En vez del segmento anterior, 


obtenemos un arco de cónica. Otra investigación se puede hacer en el caso (no representado) de una 








localizacion de la polea P en otro lugar del plano. 
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Figura 2: Polea colgada en un punto más elevado que el punto M 


El tercer caso representa una polea y un punto fijo, y conduce a un estudio funcional bastante completo 


(ver figura 3). 











Figura 3: Polea P y punto fijo F. Arrastrar M, la longitud del cable FMPN se conserva constante 


En el experimento didáctico nos importará una fase descriptiva que tome en cuenta interrogantes como 
la determinación de los extremos para el movimiento del punto M, o el punto más bajo alcanzado por N, 
antes de estudiar luego estos aspectos en un acercamiento cuantitativo. En el caso ilustrado, el problema 
de saber si el punto N va a tocar el suelo (eje Oy) en algún momento es por ejemplo un pequeño reto. 
Para la búsqueda de la respuesta a este interrogante y su prueba, serán útiles los recursos que nos 
proporcionan los registros de representación previamente citados (tablas numéricas y fórmulas en 
particular). 


Etapa de generalizacion 


En la mayoría de los casos de una correspondencia entre variables, las representaciones geométricas se 
refieren a puntos situados en ejes rectangulares. Un primer paso de generalización consiste entonces en 
presentar situaciones con disposiciones diferentes. Esto se ilustra en la figura 4, en la que el punto M se 
mueve sobre un eje paralelo al eje Oy. Para obtener la representación gráfica de la función x—y, que 
será semejante a la gráfica de la figura 2, tendremos por ejemplo que utilizar una trasformación 
geométrica, que desplace adecuadamente el eje en el que se mueve M. 


Un segundo paso de generalización consistirá en el estudio de las nociones relacionadas con el objeto 
función real de variable real. Las funciones usuales, tal como se expresan en los diversos registros, 
constituyen el soporte de la tecnología matemática a introducir. También es importante considerar 
funciones que relacionen magnitudes diferentes (longitud y área, longitud y volumen, tiempo y longitud, 
etc.). 











Figura 4: Polea P con desplazamiento vertical de M 
Conclusiones: 


Nuestra elección personal, abierta a discusión, será entonces proponer una definición de función real 
como una aplicación de una parte de la recta real a los números reales. Esta definición será suficiente 
para la introducción de límites y continuidad, en este sentido consideramos a las funciones definidas 
sobre intervalos como suficiente. Dada la enorme complejidad del concepto de función, evidentemente 
éste es un concepto que tendría que ser enseñado y aprendido en aproximaciones sucesivas. Para las 
funciones reales proponemos de inicio el estudio de las funciones de grado 1 y 2 de variable real (lineales 
y cuadráticas) como un estudio que debería ser de interés para todo estudiante, cualquiera que sea su 
especialidad. El siguiente estudio corresponde a un aprendizaje más avanzado y será el estudio de las 
funciones reales; finalmente para un aprendizaje especializado el estudio de las funciones en general. 
Proponemos además que se inicie la introducción de este concepto mediante la modelación de una 
situación real, de donde será imposible eludir la precisión de los conceptos asociados como variable 
dependiente, variable independiente, dominio, rango, parámetro, entre otros. 
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